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Les démonstrations en petits caractéres sont celles qui n’ont pas été faites
en détails en cours par manque de temps. Les références en gras du type [AC,
n/ référent au n-iéme résultat dans la liste des énoncés d’algébre commuta-
tive.

Introduction : pourquoi les schémas ?

Classiquement, la géométrie algébrique est 1’étude des sous-ensembles de
I’espace affine ou de 'espace projectif définis par des équations polynomiales
a coefficients dans un corps k (ex. k = R, C, Q, Z/pZ...) ; ce sont les " variétés
algébriques” affines ou projectives :

Pi(xy,...,z,) = 1<i<r



(ou les P; sont des polynomes : cas affine)
Pi(zxg, 1, ...;zp) =0 1<i<r

(ou les P; sont des polynomes homogenes : cas projectif).

On peut définir ensuite des variétés algébriques plus générales en recol-
lant des variétés affines suivant des cartes, comme on le fait en géométrie
différentielle ou analytique sur R ou C. Toutefois, sur un corps quelconque,
on doit se contenter d'une topologie assez grossiere, la topologie de Zariski,
dans laquelle les fermés sont grosso modo les sous-ensembles définis par des
équations polynomiales supplémentaires. Or si on prend ce point de vue, on
se heurte assez vite a des difficultés :

a) Quand le corps de base k n’est pas algébriquement clos, des équations
tres différentes peuvent définir le méme ensemble (ex. 22 +1=0et z+1 =2
sur R donnent )); en termes plus mathématiques, il n’y a pas de théoreme
des zéros de Hilbert satisfaisant.

b) On aimerait avoir un moyen rigoureux de traiter les questions de
"multiplicités”, par exemple dire que sur un corps algébriquement clos, deux
courbes planes de degrés m,n se coupent en mn points (dont certains peu-
vent éventuellement étre confondus); en gros, ’équation z? = 0 ne doit pas
correspondre a la méme chose que z = 0.

c) On a souvent envie de parler de point suffisamment général; typ-
iquement si on regarde la famille de coniques affines (paramétrées par t)
22 —y*> — P(t) = 0 (ou P est un polynéme non nul), on voudrait dire que
pour un t général, cette conique est non dégénérée. Formaliser cette notion
n’est pas évident a priori, surtout si on travaille sur un corps fini, auquel cas

il n’y a pas identification entre polynomes et fonctions polynomes.

d) Enfin, si on veut notamment faire de I'arithmétique, il n’y a pas de rai-
son de se limiter aux ensembles définis sur un corps. Regarder des équations
sur Z, et pouvoir les réduire modulo p est tres utile. Le probleme est que
si on se limite aux définitions classiques des variétés algébriques, on est
embeété si on veut montrer qu’on peut faire ces opérations de facon intrinseque
(indépendante des équations choisies pour définir notre variété).

Le langage des schémas, introduit par Grothendieck a la fin des années
50, permet de mieux comprendre toutes ces questions (et bien d’autres!). Son
principal avantage est qu’il fournit un cadre unifié completement général pour
traiter des questions purement géométriques (sur un corps algébriquement
clos), arithmétiques (sur Z ou Q), réelles, ou encore pour étudier les familles
de variétés.



1. Notions de base sur les schémas

Par convention, tous les anneaux seront supposés commutatifs, et avec
un élément unité. De méme, ”corps” signifie corps commutatif (non réduit a
{0}). On considere également que ’anneau nul n’est pas integre (autrement
dit A n’est pas un idéal premier de A).!

1.1. Spectre d’un anneau

De méme qu'un ouvert homéomorphe a R" est le constituant élémentaire
d’une variété topologique, les spectres d’anneaux vont étre les constituants
élémentaires des schémas.

Définition 1.1 Soit A un anneau. On appelle spectre de A et on note Spec A
I’ensemble des idéaux premiers de A.

Exemples : a) Spec {0} =0

b) Si k est un corps, Speck = {(0)}.

c) Spec Z est I'ensemble des (p) avec p premier, union (0); Spec (k[t]) est
I'ensemble des (P) avec P irréductible, union (0). Plus généralement, si A
est un anneau principal (i.e. A est integre et pour tout idéal I de A il existe
a € I tel que I = (a)), alors Spec A est I'ensemble des (a) avec a irréductible,
union (0).

d) Spec (k[t]/t*) est réduit & un point (I'idéal engendré par la classe de t).

Définition 1.2 Pour tout idéal I de A, on pose V(I) = {p € Spec A, p D I},
et pour f € A, on pose D(f) = Spec A\ V(fA) = {p € Spec A, f & p}.

Noter que si I C J, alors V(J) C V().

Proposition 1.3 a) On munit Spec A d’une topologie (dite topologie de
Zariski) en prenant pour fermés les ensembles de la forme V(1) avec I idéal

de A.
b) Les D(f) pour f € A forment une base de cette topologie.

1. En anglais, ”field” signifie corps commutatif, et un anneau inteégre (commutatif) se
dit ”integral domain”.



Démonstration : a) On note déja que V(A) = 0 et V({0}) = Spec A.
D’autre part si (/,) est une famille d’idéaux de A, ona (), V(L) =V (>_.1,),
car dire qu’un idéal premier @ contient tous les I, revient a dire qu’il contient
l'idéal engendré ) I.. Enfin si I et J sont deux idéaux de A, on a V(1)U
V(J) =V({InNnJ) = V(J) : en effet il est immédiat que V(I) et V(J)
sont inclus dans V(I N J) et V(IJ) vu que I (ou J) contient I.J et I N J;
réciproquement si un idéal premier p ne contient ni I ni J, on peut trouver
a dans I et b dans J avec a € p et b ¢ o, donc ab (qui est dans I.J et I N J)
n’est pas dans p vu que p est premier. Rappelons au passage que l'idéal I.J
est par définition I'ensemble des sommes finies > a;b; avec a; € I et b; € J.

b) Par définition D(f) est ouvert. Si maintenant U est un ouvert et p € U,
alors U s’écrit U = Spec A\V (1), avec p 2 I;on a donc f dans [ avec f & p,
d'ou U D D(f) D {p}.

m

Remarques : a) On appelle parfois les D(f) les ouverts principaux et les
V(fA) les fermés principaux. Intuitivement, les points de V' (fA) correspon-
dent a I'équation ”f = 0”7 et ceux de D(f) a f # 0. Noter que pour tout
k> 0,ona D(f) = D(f*).

b) Dire que le singleton {p} est fermé est équivalent a dire que p est
un idéal maximal de A : en effet si p est maximal, on a {p} = V(p);
réciproquement si {p} = V/(I) pour un certain I, alors p est le seul idéal
premier qui contient I, donc il est maximal vu que tout idéal autre que A
est contenu dans un idéal maximal (théoreme de Krull, voir [AC, 1]). On
voit qu’on a ici affaire a une topologie qui n’est pas du tout séparée au sens
usuel.

Exemples : a) Soit A} = Spec (k[t]) la droite affine sur k. Il y a plusieurs
types de points sur Aj. Le point n = (0) n’est pas fermé, et son adhérence
est méme Spec (k[t]) tout entier. On dit que c’est le point générique de Aj.
Comme k[t] est principal, les autres points sont fermés?. Certains sont de la
forme (t — a) avec a € k, donc correspondent a des points usuels de la droite
affine sur k£, mais si k£ n’est pas algébriquement clos, d’autres points fermés
sont plus compliqués. Par exemple sur Ak, on a des points comme (¢2 + 1),
qui correspond & "t? +1 = 07, mais notre définition prend maintenant en
compte l'idéal premier correspondant, pas seulement les solutions dans le
corps de base R.

2. Notons qu’il suffirait ici que les idéaux premiers non nuls soient maximaux; c’est
ce que l'on appelle étre de dimension 1 pour un anneau integre. Par exemple un anneau
principal a cette propriété.



b) On a de méme dans SpecZ le point générique n = {0} et les points
fermés (p) pour p premier. Plus généralement pour tout anneau integre A,
I’espace topologique Spec A admet 1’idéal nul comme point générique.

c¢) Soit m un entier > 0. On définit I'espace affine de dimension n sur k
comme A7} := Spec (k[t1, ..., t,]). Si k est algébriquement clos, le théoréme des
zéros de Hilbert dit que ses points fermés sont de la forme (t; —aq, ..., t, —a,)
avec (ay, ..., a,) dans k™, donc ils correspondent aux points "usuels” mais on
a vu que sur un corps quelconque, ce n’était déja plus le cas pour n = 1. Par
ailleurs il y a des points non fermés, par exemple sur A? le point générique
n = (0), mais aussi des points de la forme (f) avec f irréductible dans k[t1, t5]
("point générique de la courbe f(ty,t2) =07).

d) On peut aussi considérer Spec (k[t1,...,t,]/I), ou I est un idéal en-
gendré par des polynomes P; : c’est la variété affine sur k définie par les
équations " P; = 07.

Définition 1.4 Si I est un idéal de A, on note VI = {x € A,In € N*, 2" €
I'} le radical de I. Rappelons (cf. [AC, 2]) qu'on a

Vi- 1

pESpec A,pDI

En particulier V(I) = V(v/I) donc deux idéaux distincts peuvent définir le
méme fermé de Spec A. Plus généralement on a V' (I) C V(J) si et seulement

siJc I

La proposition suivante fait le lien entre homomorphisme d’anneaux et
application continue entre leurs spectres.

Proposition 1.5 Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneauzx. La for-
mule g(p) = ¢ 1 (p) définit une application g : Spec B — Spec A. De plus g
est continue.

Démonstration : Déja g est bien définie car 1'image réciproque d’un
idéal premier par un homomorphisme d’anneaux est un idéal premier.® On
a g ' (V(I)) = V(J), ot J est I'idéal engendré par o(I) : en effet p €
g7 (V(I)) & glp) € V() & (Vz € Lp(x) € p) < ¢(I) C p. Donc
I'image réciproque d’un fermé par g est un fermé et g est continue.

0

3. Noter que la méme propriété n’est pas vraie en remplagant ” premier” par ”maximal”.
C’est cette remarque qui, historiquement, a conduit les mathématiciens a considérer tous
les idéaux premiers pour définir le spectre, et pas seulement les idéaux maximaux.



Exemples : a) Si [ est un idéal de A et ¢ : A — A/I la surjection
canonique, alors g : Spec(A/I) — Spec A induit un homéomorphisme de
Spec (A/I) sur le fermé V(I) de Spec A. Un cas particulier intéressant est
celui ou A = k[tq,...,t,]) et I est un idéal engendré par des polynémes P; :
dans ce cas la variété affine Spec (A/I) s’identifie (comme espace topologique)
au fermé V (I) de l'espace affine Spec A = A7.

b) Soit f € A, on note Ay le localisé de A par rapport a la partie multi-
plicative (1, f, f2,...). Si ¢ : A — A; est le morphisme de localisation, alors
g : Spec (Af) — Spec A induit un homéomorphisme de Spec (Ay) sur 'ouvert
D(f) de Spec A.

Proposition 1.6 Soit A un anneau. L’espace topologique Spec A est quasi-
compact.

Rappelons qu'un espace topologique X est quasi-compact si de tout recou-
vrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini (compact
signifie qu’en plus X est séparé au sens de Hausdorff, ce qui n’est presque
jamais le cas de Spec A).

Démonstration :  Soit (U;);c;r un recouvrement ouvert de Spec A. Comme
les ouverts principaux forment une base de la topologie de Spec A, chaque
U, est réunion d’ouverts principaux et on est donc ramené au cas d'un re-
couvrement de Spec A par des ouverts principaux D(f;);er, avec f; € A. Le
fait que les D(f;) recouvrent Spec A se traduit par le fait que 1'idéal I en-
gendré par les f; est A tout entier : rappelons en effet que (J,.; D(fi) est
le complémentaire dans Spec A de (,.; V((fi)) = V(> ., (fi)) = V(I), don
V(I) = (). En particulier 1 € I, donc il existe une sous famille finie J C I telle
que 1 = EjEJ a;f; avec a; € A, ce qui montre que les D(f;);es recouvrent
Spec A.

0

Pour l'instant, Spec A est seulement un espace topologique : par exem-
ple ceci ne permet pas de distinguer les Spec k pour des corps k différents,
ou encore Spec (k[t]/t?). Pour aller plus loin, il faut mettre une structure
supplémentaire sur Spec A, qui va étre un faisceau.

1.2. Notion de faisceau

Dans ce paragraphe, on va rappeler les définitions et propriétés essentielles
des faisceaux.



Définition 1.7 Soit X un espace topologique. Un préfaisceau F (de groupes
abéliens) est la donnée pour tout ouvert U d’un groupe abélien F(U), et pour
toute inclusion d’ouverts V' C U d’un homomorphisme (dit homomorphisme
de restriction) pyy : F(U) — F(V), vérifiant les conditions suivantes :

i) F(0) = {0} et pur = idy.

ii) Pour tous ouverts U, V,W avec W C V C U, on a pyw = pvw © puv-

On définit de méme préfaisceau d’anneaux, d’algebres sur un corps ou un
anneau fixé etc. Un élément s € F(U) s’appelle une section de F sur U. On
notera souvent sy pour pyv(s), et aussi I'(U, F) pour F(U).

Définition 1.8 On dit qu’un préfaisceau F est un faisceau si les deux con-
ditions suivantes (dites ”de recollement”) sont vérifiées :

i) (Unicité) Si U est un ouvert de X et (U;) un recouvrement ouvert de
U, alors toute section s € F(U) qui vérifie s/, = 0 pour tout ¢ vérifie s = 0.

ii) (Existence) Avec les notations ci-dessus, si des s; € F(U;) sont données
avec (s;)v,nv; = (85)jv:nu; pour tous i, j, alors il existe s € F(U) (unique si
i) est vérifiée) telle que sy, = s; pour tout 4.

De facon plus compacte, la condition de faisceau signifie que la suite

0— FU) = [[F0) = [[FWinU)

0]

(ot la premiere fleche est s +— (sy,) et la deuxieme (s;) + ((si)jv,nv, —
(55)|zinu;)) est une suite exacte. En gros, un faisceau est un préfaisceau qui
est "entierement déterminé par des conditions locales”.

Exemples : a) Si X est un espace topologique, on obtient un faisceau
en prenant pour F(U) les applications continues de U dans R, avec les re-
strictions évidentes.

b) Si X = R” (ou plus généralement une variété différentielle sur R), on
définit un faisceau en prenant pour F(U) les applications C* (ou C*, C>...)
sur 'ouvert U.

c) Si A est un groupe abélien fixé, on obtient un faisceau (dit faisceau
constant associé a A) sur X en prenant pour F(U) I'ensemble des applications
localement constantes de U dans A. Attention, si on posait F(U) = A, on
n’obtiendrait en général quun préfaisceau, pas un faisceau (considérer un U
non connexe, réunion de deux ouverts non vides disjoints).



Définition 1.9 Soit F un préfaiscecau sur X et z € X. On définit la tige?
F. de F en x comme la limite inductive des F(U) pour U ouvert contenant
x.

En d’autres termes, un élément de F, est une paire < U,s > avec U
voisinage ouvert de x et s € F(U), étant entendu qu’on identifie < U, s >
et < V,t > s'il existe un voisinage ouvert W de x inclus dans U NV tel que
sjw = tjw. Dans les exemples a) et b) ci-dessus, c’est la notion qui correspond
a celle de germe de fonctions définies au voisinage de x.

Remarques : a) Si B est une base d’ouverts de X stable par intersection
finie, on peut définir un faisceau F sur X en se contentant de définir F(U)
pour U dans B et les morphismes de restriction pyy pour U, V dans B, pourvu
bien stir qu’on respecte les conditions de compatibilité des restrictions et
les conditions de recollement. En effet pour définir F(U) quand U est un
ouvert quelconque, il suffit de recouvrir U par des U; de B, et de prendre
pour F(U) I'ensemble des familles (s;) € ], F(Us) telles que (s;)jv,nu, =
(55)|z:nu; pour tous 4,5 (avec les homomorphismes de restriction évidents).
On vérifie que ceci ne dépend pas du recouvrement choisi grace aux conditions
de recollement.

b) Si F est un préfaisceau (resp. un faisceau) sur X, on peut le restreindre
en un préfaisceau (resp. un faisceau) sur tout ouvert U (en gardant les mémes
applications de restriction associées aux ouverts inclus dans U).

¢) Si F est un préfaisceau sur X, on peut restreindre s € F(U) en s, € F,
("restriction a la tige en x”) pour tout z de U. Si de plus F est un faisceau,
deux sections s et t sur U coincident si et seulement si pour tout z de U, on
a s; = t,.

Définition 1.10 Soit X un espace topologique. Un morphisme de faisceaux
sur X (ou de préfaisceaux sur X) ¢ : F — G est une famille de morphismes
oy : F(U) — G(U) (pour U ouvert de X) satisfaisant la condition de com-
patibilité suivante : pour toute inclusion d’ouverts V' C U, le diagramme

o(U)

F(U) G(U)

l !

Fv) 25 gv)

est commutatif, ou les fleches verticales sont données par les restrictions.

4. 7stalk” en anglais; on peut aussi dire ”fibre” au lieu de tige, malgré les risques de
confusion avec une autre notion que nous rencontrerons plus loin.



Remarques : a) Tout morphisme de faisceaux (ou de préfaisceaux) F — G
induit un morphisme F, — G, sur chaque tige.

b) Pour définir un morphisme de faisceaux ¢ : F — G, on peut se
contenter de définir ¢y @ F(U) — G(U) pour U faisant partie d’une base
d’ouverts (stable par intersection finie) donnée de 'espace topologique X, a
condition bien stir que les (py; ainsi définis soient compatibles aux restrictions.

On a maintenant envie de définir les notions de noyau, image, conoyau...
d’un morphisme ¢ : F — G de faisceaux. Une difficulté est que la définition
naturelle, consistant a définir ces notions directement a partir des ¢y :
F(U) = G(U), marche bien pour le noyau, mais ne donne en général qu'un
préfaisceau (pas un faisceau) dans les autres cas.

Définition 1.11 Si ¢ : F — G est un morphisme de faisceaux sur un
espace topologique X, alors on définit un faisceau (noté ker¢) en posant
(ker ) (U) = ker(p(U)), les restrictions étant induites par celles de F (ainsi
ker ¢ est un sous-faisceau de F).

En particulier on dit que ¢ est injectif si ker ¢ est le faisceau nul, et c’est
équivalent au fait que pour tout x de X, le morphisme ¢, : F, — G, induit
sur les tiges soit injectif. Pour I'image ou le conoyau, on a besoin de savoir
définir a partir d’un préfaisceau un faisceau dont les tiges sont les mémes.
Pour cela, on dispose de la construction suivante :

Proposition 1.12 Soit F un préfaisceau sur un espace topologique X . Alors
on définit un faisceau FT sur X en prenant pour Ft(U) l’ensemble des ap-
plications s : U — [], o, Fo telles que pour tout x de U, s(x) € F, et
d’autre part s coincide avec une section de F au voisinage de x. Le faisceau
Ft vérifie (FT), = F, pour tout x de X et il est équipé d’un morphisme de
préfaisceau F — FT vérifiant la propriété universelle suivante : tout mor-
phisme de F dans un faisceau G s’étend de maniere unique en un morphisme
de faisceaux de F* dans G.

Par exemple le faisceau constant de groupe A est le faisceau associé au
préfaisceau F(U) = A.

On a alors :

Définition 1.13 Si ¢ : F — G est un morphisme de faisceaux, on définit
I'image et le conoyau de ¢ comme les faisceaux associés aux préfaisceaux
U~ Im(p(U)) et U coker (o(U)).

10



On a alors que Im ¢ est un sous-faisceau de G et coker ¢ est le quotient
de G par Im ¢, i.e. le faisceau associé a U — G(U)/(Im ¢)(U). D’autre part,
on a bien alors : coker ¢ = 0 si et seulement si Im ¢ = G, et c’est équivalent a
dire que tous les ¢, : F, — G, induits sur les tiges sont surjectifs (attention,
ceci n’implique pas que @(U) : F(U) — G(U) soit surjectif® pour tout U).
Un isomorphisme de faisceaux est un morphisme qui est a la fois injectif et
surjectif, ou encore qui induit un isomorphisme sur les tiges, ou encore qui
admet un morphisme réciproque. De méme une suite de faisceaux sera exacte
si et seulement si la suite induite sur les tiges est exacte.

Pour finir ce paragraphe, on va définir deux opérations sur les faisceaux
qui permettent de changer d’espace :

Définition 1.14 Soit f : X — Y une application continue entre espaces
topologiques. Pour tout faisceau F sur X, on définit 'smage directe f.JF par
LF(V)=F(f1(V)) (pour tout ouvert V de Y); c’est un faisceau sur Y.

Remarque : La tige de f.F en f(z) n’est pas en général F, (prendre
une application constante par exemple®). On a toutefois un homomorphisme
canonique de (f,.F) () vers F, : en effet si s est une section de F sur f~1(V)
avec f(x) € V, alors il existe par continuité de f un ouvert U de X contenant
x tel que f(U) C V, soit U C f~1(V), ce qui permet de restreindre s & U.

L’image inverse f~!G d’un faisceau G sur Y est une notion plus com-
pliquée (et moins utile) : on la définit en prenant le faisceau associé au
préfaisceau qui a U associe la limite inductive des G(V') pour V' ouvert con-
tenant f(U). Le point & retenir est que la tige de f~'G en x € U est alors

Gf(a)-

1.3. Le faisceau structural sur Spec A

Le but dans ce paragraphe est de construire un faisceau d’anneaux Ox sur
I'espace topologique X = Spec A, tel que pour tout p € Spec A, la tige (Ox),,
soit le localisé A,, de A par rapport a la partie multiplicative A\ g, et pour
tout f de A, la restriction du faisceau Ox a l'ouvert D(f) soit isomorphe a
Oy avec Y = Spec Ay. On rappelle qu'on note Ay le localisé de A par rapport
a la partie multiplicative {1, f, f?,...} et A, le localisé de A par rapport a

5. Prendre par exemple X = C*, pour F le groupe additif des fonctions holomorphes et
pour G le groupe multiplicatif des fonctions holomorphes ne s’annulant pas ; puis considérer
le morphisme de F vers G donné par I’exponentielle.

6. Méme f injective ne suffit pas : considérer 'identité entre X muni de la topologie
discrete et X muni de la topologie grossiere; la formule est valable si on suppose de plus
que f est stricte, i.e. f induit une application bicontinue de X sur f(X).
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la partie multiplicative A — p; I'anneau A, est local, i.e. I'ensemble de ses
éléments non inversibles est un idéal (ou encore il n’a qu'un idéal maximal,
qui est ici pA,). On aura en particulier I'(X, Ox) := Ox(X) = A.

L’approche naturelle consiste a utiliser la base d’ouverts constituée des
D(f), en posant Ox(D(f)) = Ay; il y a pourtant une petite difficulté (en
particulier quand on veut définir correctement les applications de restriction)
liée au fait que si U = D(f) est un ouvert principal, I'élément f € A qui
le définit n’est pas unique. Pour pallier ce probleme, on va donc utiliser
une approche qui peut sembler un peu artificielle, mais a 'avantage d’étre
canonique.

Définition 1.15 Pour tout ouvert non vide U de Spec A, on définit O(U)
comme l'anneau des fonctions s : U — [[__; A, vérifiant les deux propriétés
suivantes :

a) Pour tout p € U, on a s(p) € A,.

b) Pour tout p € U, il existe un voisinage ouvert V' C U de p et des
éléments a, f € A tels que : pour tout © € V,ona f & ¢ et s(p') = a/f
dans A

(cette condition b) signifie que “s est localement le quotient de deux
éléments de A” ; noter ’analogie avec la définition du faisceau associé a un
préfaisceau).

pelU

On voit immédiatement que la restriction des applications O(U) — O(V)
pour V' C U munit O d’une structure de préfaisceau sur Spec A, et qu’on
obtient ainsi un faisceau (de par le fait que les conditions a) et b) sont
“locales”), qu'on appelle faisceau structural de Spec A.

Soient f,g € A avec g € /(f), ce qui équivaut & D(g) C D(f). Si
l'on écrit g™ = fb avec m > 0 et b € A, on définit un homomorphisme
prg A = A, (dont on vérifie immédiatement qu’il ne dépend pas du choix
de la décomposition ¢ = fb) en envoyant af~" sur ab"g~™"

Theoréme 1.16 [l existe des isomorphismes 5 : Ay — O(D(f)) (définis
pour f € A) tels que pour g € \/(f), le diagramme

Ay s o(D()))

ol

A, 2 O(D(g))

soit commutatif, ou la fleche verticale de droite est la restriction associée au
faisceau O.
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Démonstration :  On définit un homomorphisme d’anneaux 1y en envoy-
ant af~" sur la section s € O(D(f)) qui envoie chaque p € D(f) sur I'image
de af™™ dans A, (ce qui a bien un sens puisque f ¢ p). La commutativité du
diagramme est évidente, et il reste a vérifier que ¢ := 1)y est bijective pour
tout f € A.

Injectivité. Supposons que ¥(af~") = 0. Soit o € D(f). Alors par
définition il existe h & @ tel que ha = 0 dans A, ce qui montre que 'idéal
annulateur / de a n’est pas inclus dans . Ceci étant valable pour tout
© € D(f), on obtient V(I) N D(f) = 0, soit V(I) C V((f)), ou encore
f € V1. Ceci implique qu’il existe m > 0 tel que f™.a = 0, ce qui signifie
exactement que af~" = 0 dans Ay.

Surjectivité. Soit s € O(D(f)). Par définition du faisceau O, on peut
recouvrir D(f) par des ouverts V; tels que sur chaque V; la section s s’écrive
a;/g; avec a;, g; € A (en particulier g; € p si p € V;). On peut aussi supposer
que chaque V; = D(f;) est un ouvert principal et on a alors D(f;) C D(g;),
ce qui se traduit par le fait que pour chaque ¢ on a un entier m > 0 et
c € A tel que f™ = cg;, ou encore a;/g; = ca;/f". En remplagant f; par
f™ (noter que D(f;) = D(fI™)) et a; par ca;, on est ramené au cas ou D(f)
est recouvert par les D(f;) et la section s est représentée par s; := a;/ f; sur
chaque D(f;). D’apres la proposition 1.6, on peut aussi supposer que les D( f;)
sont en nombre fini. On note alors que I'image par vy, des éléments a;/ f;
et a;/f; de Ay, est la méme, car c’est la restriction a D(f;f;) de s. D’apres
injectivité, les éléments s; et s; coincident dans Ay,r,. Ceci se traduit par
I'existence d’'un n > 0 (on peut prendre le méme pour tous les indices car ces
indices sont en nombre fini) tel que

(aif; —aifi)(fif;)" =0

pour tous i, j. Quitte & remplacer (pour tout i) f; par f"' et a; par a;fr,
on peut en fait supposer que

aifj —ajfi =0

tout en gardant la condition s; = a;/ f;. Maintenant, comme les D(f;) recou-
vrent D(f), on peut écrire f* = S"b;f; avec k > 0 et b; € A : en effet on
a

V(A =V (£:4) = V().

ot J est I'idéal engendré par les f;, ce qui implique f € v/.J. Posons alors
a =Y bja;, on obtient alors pour tout j :

fia= sz‘aifj = Zbiajfi =a; f",
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ce qui montre que ¥ (a/f™) coincide avec s sur chaque D(f;), donc sur D(f)
tout entier.
|

Corollaire 1.17 On a I'(Spec A,O) = O(Spec A) = A.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoreme a f = 1.
O

Notons que l'on peut maintenant par exemple distinguer entre Speck,
Spec L, Spec (k[t]/t?) (on k et L sont des corps) : comme espaces topologiques
ils sont tous réduits & un point mais si on regarde 'anneau I'( X, Ox) des sec-
tions globales, on obtient respectivement k, L, k[t]/t?. Ainsi on a maintenant
tenu compte aussi bien du corps de base que des éventuelles ”multiplicités”.

Proposition 1.18 Soit X = Spec A et p € X. Alors la tige Ox , du faisceau
Ox en g est isomorphe a l'anneau local A,,.

Démonstration : L’ouvert D(f) contient o ssi f & p. 1l s’agit donc (via
la commutativité du diagramme du théoreme 1.16) de vérifier que 1’homo-
morphisme canonique
@ liglA F—= A
Iép

est un isomorphisme. La surjectivité est évidente avec la définition de A, et
Ay. Simaintenant af~" a une image nulle dans A, alors il existe g ¢ p avec
ga = 0 ce qui implique que I'image de af™™ dans Ay, est nulle, donc aussi
son image dans la limite inductive des A; pour f & p.

0

1.4. Espaces annelés, schémas affines

Définition 1.19 Un espace localement annelé (ou en abrégé espace annelé)
est un couple (X, Ox) ou X est un espace topologique et Ox un faisceau
d’anneaux (dit faisceau structural de X) sur X tel que pour tout x de X,
Ox soit un anneau local. Si M, est I'idéal maximal de Ox ., on appelle
Ox /My le corps résiduel de x.

D’apres ce qu’on vient de voir, Spec A muni de son faisceau structural est
un espace annelé.

Exemples : a) Sur SpecZ, le corps résiduel du point générique est Q,
celui de (p) est Z/pZ.
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b) Sur X = A} = Spec (k[t]), le corps résiduel du point générique est
k(t), celui de (P) (ot P est un polynome irréductible) est k[t]/(P), qui est
une extension finie de k.

c) Plus généralement si A est un anneau, le corps résiduel de p € Spec A
est Frac (A/p). Si A est integre, le corps résiduel du point générique (corre-
spondant a l'idéal (0)) est Frac A.

Grosso modo, un schéma va étre un espace annelé qui est partout locale-
ment isomorphe a un spectre. Pour définir cela précisément, on a besoin de
la notion de morphisme entre espaces annelés.

Définition 1.20 Un morphisme d’espaces annelés (X,Ox) — (Y, Oy) est
une paire (f, f#) ou f: X — Y est une application continue et f# : Oy —
f+Ox un morphisme de faisceaux sur Y, tels que pour tout z de X, I’homo-
morphisme induit

ff : Oyy — O)(,x

soit local, ou y = f(x).

Rappelons qu'un morphisme A — B entre anneaux locaux est local si I'image
de I'idéal maximal de A est incluse dans celui de B ; ¢’est équivalent a dire que
I'image réciproque de I'idéal maximal de B est I'idéal maximal de A. D’autre
part f# est bien défini via 'homomorphisme canonique (f.Ox), — Ox.
(voir la remarque apres la définition 1.14).

On définit de maniere évidente la composée de deux morphismes d’espaces
annelés, et d’isomorphisme d’espaces annelés.

Remarque : Noter quun morphisme (f, f#) est un isomorphisme si et
seulement si : Papplication f est bicontinue”, et f# est un isomorphisme
pour tout z de X (en effet, si f est un homéomorphisme, les tiges de f# :
Oy — f.Ox s’identifient aux homomorphismes f# : Oy, fz) — Ox . quand
x décrit X).

Définition 1.21 Un schéma affine est un espace annelé qui est isomorphe
a Spec A (muni de son faisceau structural) pour un certain anneau A.

Par exemple, un ouvert D(f) de Spec A, muni de la restriction du faisceau
structural de Spec A, est un schéma affine (isomorphe a Spec (Ayf)). Une
variété affine sur un corps k est un schéma affine isomorphe a Spec A, ou A

7. Rappelons qu’une application bicontinue ou homéomorphisme, est une application
bijective, continue, et dont la réciproque est continue.
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est une k-algebre de type fini (i.e. de la forme k[tq, ..., t,]/(P;), ou les P; sont
des polynomes).

Le tres important résultat suivant montre qu’on a un foncteur A —
Spec A, qui définit une antiéquivalence de catégories entre les anneaux com-
mutatifs et les schémas affines.

Theoreme 1.22 A tout homomorphisme d’anneaux ¢ : A — B, on peut
associer un morphisme naturel® d’espaces annelés (f, f), de telle sorte que
Uapplication correspondante

® : Hom(A, B) — Mor(Spec B, Spec A)

soit bijective.

Démonstration : Soient X = Spec B et Y = Spec A. On a déja défini
f: X — Y associée a p via f(p) = ¢ (). En particulier on a f~1(D(a)) =
D(p(a)) pour tout a de A car la condition a & f(p) s’écrit p(a) € p. Ainsi
¢ induit un homomorphisme Oy (D(a)) = Aq = By@) = (f«Ox)(D(a)). Ces
homomorphismes étant clairement compatibles aux restrictions, on obtient
un morphisme de faisceaux f# : Oy — f.Ox vu que les D(a) forment une
base d’ouverts (stable par intersection finie) de Y. D’autre part si p € Spec B,
le morphisme induit Ag,-1(,) — B, sur les tiges est bien local par construc-
tion. On a donc bien associé a ¢ un morphisme ®(p) d’espaces annelés.
L’application ® est injective car 'application Oy (Y) = A — Ox(X) = B
induite par ®(p) est ¢ (c’est le cas a = 1 dans la construction ci-dessus).

Il reste & prouver la surjectivité de ®. Soit donc (f, f#) un morphisme
d’espaces annelés entre X = Spec B et Y = Spec A. En prenant f# sur les
sections globales, on obtient un homomorphisme ¢ : A — B et tout revient
a montrer que (f, f#) coincide avec ®(¢). Soit donc p € Spec B, alors on a
par hypothese des homomorphismes locaux

fj - Ovi(p) = As(p) = Oxp = By
tels que le diagramme suivant soit commutatif
A —“5 B

Lo

A 22 B
fp) ©

8. ”Naturel” signifie fonctoriel, i.e. la composition de deux homomorphismes d’anneaux
correspond a la composition dans 'autre sens des deux morphismes d’espaces annelés
correspondant.
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L’hypothese que f;fE est local donne alors o~ (p) = f(p), apreés quoi le
résultat est évident.
O

1.5. Schémas-définition générale

Définition 1.23 Un schéma est un espace annelé (X, Ox) admettant un
recouvrement ouvert (U;) tel que chaque (U;) (avec la restriction de Oy ) soit
un schéma affine.

Par analogie avec le cas des variétés affines, on appelle souvent Ox(U)
I'anneau des fonctions réguliéres sur U et Ox(U)* le groupe multiplicatif des
fonctions inversibles sur U. Un morphisme de schémas est un morphisme
entre les espaces annelés correspondant.

Remarques : a) Si U est un ouvert d’un schéma X, alors U (muni de la
restriction de Oy ) est aussi un schéma. Supposons en particulier que X =
Spec A et U = Spec B soient affines; alors, pour tout f de A, D(f) NU
n’est autre que l'ouvert principal D(g) de U, ou g est l'image de f par
I’homomorphisme A — B associé a 'inclusion U C X via le théoreme 1.22.

b) Les ouverts affines (c’est-a-dire ceux qui sont isomorphes a un schéma
affine) forment une base de la topologie d’un schéma. En effet ceci résulte de
ce que les D(f) forment une base de la topologie de Spec A, et chaque D(f)
est isomorphe a Spec Ay.

¢) Si X est un schéma, U un ouvert de X et f € Ox(U), on peut évaluer
f en z en prenant I'image de la restriction f, € Ox, dans le corps résiduel
k(z) de x. Par exemple I'évaluation en (T2 + 1) de T € Ox(X) pour X =
Spec (R[T]) est élément /—1 de C = R[T]/(T? + 1) (noter qu’ici on ne
peut pas distinguer entre i et —i car on n’a pas fixé I'isomorphisme de k(x)
avec C).

d) Un ouvert d’un schéma affine n’est pas forcément affine. Par exemple
si X = A? = Spec (k[t1,t5]) et U = X —{(0,0)} (cela signifie qu’on enleve le
point fermé correspondant a 'idéal maximal (t1,ts)), alors U n’est pas affine.

En effet U est réunion des deux ouverts U; = D(t;) et Uy = D(t3) de U.
En particulier Ox (U;) = (k[t1,t2])s, et Ox(Usz) = (k[t1,t2])s,. Alors U ne peut
pas étre affine car l'inclusion ¢ : U — X n’est pas un isomorphisme, tandis
que I'homomorphisme Ox(X) — Ox(U) induit sur les sections globales en
est un : en effet on a une suite exacte (qui vient de la propriété de faisceau

de Ox) :
0— Ox(U) — Ox(Ul) X Ox(Ug) — Ox(Ul N UQ) X Ox(UQ N Ul)
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ou la premiere fleche est donnée par les restrictions et la deuxieme par
(f1, f2) — (f1— f2). On voit alors que les éléments de Ox (U) doivent étre des
fractions rationnelles dont le dénominateur est a la fois une puissance de t;
et de t5 , donc ce sont des polynomes. Ainsi si U était affine, le théoreme 1.22
serait, contredit.

1.6. L’exemple des Proj

On vient de voir un premier exemple de schéma qui n’est pas affine. On
va maintenant construire une classe importante de schémas qui en général ne
seront pas affines : tout comme Spec A, pour un anneau A a été défini pour
avoir ’analogue des variétés affines, on va définir un schéma Proj B, pour
tout anneau gradué B, qui va fournir ’analogue des variétés projectives.

Soit B = @~y Ba un anneau gradué. Cela signifie que chaque B, est un
groupe abélien et qu’on a la condition By.B, C Bgi.. Les éléments de By
sont dits homogenes de degré d. I’exemple typique est B = Alx, ..., z,,] (ou
A est un anneau), en prenant pour By les polynémes nuls ou homogenes de
degré d. Un idéal I de B est dit homogene s’il est engendré par des éléments
homogenes. Cela revient a dire que I = @@, ,(I N By), auquel cas (B/I) est
gradué par (B/I)q = By/(I N By). On note By = @,., Bs. On remarquera
aussi que le radical d'un idéal homogene est encore homogene.

Définition 1.24 On note Proj B I'’ensemble des idéaux premiers homogenes
de B qui ne contiennent pas Bj.

On va voir que Proj B peut étre muni d’une structure de schéma ; I’espace
projectif P} correspondra alors a Proj (k[xg, 21, ..., ©,]). Intuitivement on doit
travailler avec des idéaux homogenes parce que le point (zo, ..., z,,) de 'espace
projectif est le méme que (Axy,...,A\x,) si A € k*. La condition de ne pas
contenir B, correspond au fait que (0, ...,0) n’est pas un point de l'espace
projectif.

La construction du schéma Proj B est tres analogue a celle de Spec A. On
définit la topologie en prenant pour fermés les ensembles V., (1) pour I idéal
homogene de B, ou V. (I) est I'ensemble des o de Proj B contenant /. On a
les propriétés :

Vi(By) =0 Vi(I)UV(J) =Vi(IJ) =Vi(INJ)

Vi({0}) =Proj B ﬂ Vi(ly) = V+(Z 1)
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(on utilise notamment le fait qu'un idéal homogene I ne contenant pas B est
premier ssi pour tous a,b homogénes, la condition ab € I implique a € I ou
b e I). Les ouverts principaux de Proj B sont les D, (f) = {p € Proj B, f ¢
@} pour f élément homogene de B. Les D, (f) forment une base de la topolo-

gie.?

Remarques : a) La topologie sur Proj B est la topologie induite par celle
de Spec B. En effet si g € B s’écrit g = g9 + ... + gq4 avec g; € B;, alors
V(g) N Proj B = N, Vi(g:) donc D(g) N Proj B = UL, Dy(g:) dott le
résultat vu que les D(g) forment une base d’ouverts de Spec B.

b) Si on fait '’hypotheése supplémentaire que B est engendrée, en tant
que Bg-algebre, par les éléments homogenes de degré 1 (c’est le cas si B est
I'anneau gradué Alz, ..., z,,| des polynémes homogenes a coefficients dans un
anneau A), alors les D, (f) avec f homogéne de degré 1 recouvrent Proj B. 0
En effet 'idéal de B engendré par les f de degré 1 est B, tout entier.

On construit le faisceau structural Ox de X = Proj B en imposant le
méme type de conditions que dans le cas affine. On veut obtenir les deux
propriétés suivantes :

i) La tige Ox,, de Ox en @ est isomorphe a By, ot B, est 'ensemble
des éléments homogenes de degré zéro dans le localisé de B par rapport aux
éléments homogenes non dans . Explicitement les éléments de B,y s’écrivent
a/b avec a,b homogenes de méme degré et b & p.

ii) L’anneau des sections Ox (D4 (f)) sur Dy (f) est isomorphe a By,
sous-anneau de By constitué des éléments homogenes de degré zéro, ou 'on
a gradué By par la formule deg(z/f*) := degz — kdeg f. Ainsi By est
I'ensemble des a/fY, avec a homogene de degré N deg f.

Pour pouvoir définir le faisceau structural de X = Proj B, on a besoin de
propriétés de la localisation qui sont résumées dans le lemme suivant :

Lemme 1.25 Soient B un anneau gradué et f un élément homogéne de
degré > 0 de B. Alors :
a) L’application
u: o= (pBr) N By
(correspondant a la rest